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线性方程组的解

林胤榜

同济大学数学科学学院

林胤榜 同济大学数学科学学院

线性方程组的解



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

线性方程组的解 例子 定理的一些结果

主要内容

1 线性方程组的解

2 例子

3 定理的一些结果
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线性方程组的解

假设有方程 (组)
Ax = b,

A ∈ Mm×n, b ∈ Rm.
它若有解,则是相容的;否则,它不相容.

定理

对于 n元线性方程组 Ax = b
i 无解当且仅当 R(A) < R(A, b);
ii 有唯一解当且仅当 R(A) = R(A, b) = n;
iii 有无穷多个解当且仅当 R(A) = R(A, b) < n.

我们将会由定理的证明看到求解方程的方法.

林胤榜 同济大学数学科学学院

线性方程组的解



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

线性方程组的解 例子 定理的一些结果

线性方程组的解

假设有方程 (组)
Ax = b,

A ∈ Mm×n, b ∈ Rm.
它若有解,则是相容的;否则,它不相容.

定理

对于 n元线性方程组 Ax = b
i 无解当且仅当 R(A) < R(A, b);
ii 有唯一解当且仅当 R(A) = R(A, b) = n;
iii 有无穷多个解当且仅当 R(A) = R(A, b) < n.

我们将会由定理的证明看到求解方程的方法.
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证明.
令 R(A) = r .为了叙述方便,不妨假设增广矩阵 B = (A, b)的行
最简形为

B̃ =



1 b11 · · · b1,n−r d1

. . .
...

...
...

O 1 br1 · · · br ,n−r dr
0 · · · 0 dr+1

...
...

...
...

...
...

...
O O


.

只需证 (⇐).
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i (⇒)由 (ii) (⇐)和 (iii) (⇐)可得.
ii (⇒)由 (i) (⇐)和 (iii) (⇐)可得.
iii (⇒)由 (i) (⇐)和 (ii) (⇐)可得.
下证

i (⇐)若 R(A) < R(A, b),则 dr+1 = 1. 但还有方程 0 = dr+1,
矛盾.

ii (⇐)若 R(A) = R(A, b) = n,则 x =

d1
...

dn

是唯一解.

iii (⇐)若 R(A) = R(A, b) < n,则 dr+1 = 0.

林胤榜 同济大学数学科学学院

线性方程组的解



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

线性方程组的解 例子 定理的一些结果

另外，

x = xr+1



−b11

−b21
...

−br1
1
0
...
0


+xr+2



−b12

−b22
...

−br2
0
1
0
...
0


+· · ·+xn



−b1,n−r
−b2,n−r

...
−br ,n−r

0
...
0
1


+



d1

d2
...

dr
0
0
...
0


,

xr+1, · · · , xn ∈ R,是方程的所有解.
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通解形式

总结. 在情形 (iii)中,如何从增广矩阵行最简形矩阵中读出通解
(所有解).
假设有证明中假设的形式. 将粉色矩阵的元素取相反数，下方添
上单位阵 En−r .

−b11 · · · −b1,n−r
−b21 · · · −b2,n−r

...
...

−br1 · · · −br ,n−r
1 · · · 0
0 1
...

. . .
1 0

0 · · · 1
林胤榜 同济大学数学科学学院
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则方程的所有解是

x =



d1

d2
...

dr
0
0
...
0


+ c1



−b11

−b21
...

−br1
1
0
...
0


+ c2



−b12

−b22
...

−br2
0
1
0
...
0


+ · · ·+ cn−r



−b1,n−r
−b2,n−r

...
−br ,n−r

0
...
0
1


,

ci ∈ R为任意实数. 其中, (d1, d2, · · · , dr , 0, · · · , 0)是一个特解.

林胤榜 同济大学数学科学学院

线性方程组的解



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

线性方程组的解 例子 定理的一些结果

例子

求解 
x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0
2x1 + x2 − 2x3 − 2x4 = 0
x1 − x2 − 4x3 − 3x4 = 0

解. 系数矩阵 A =

1 2 2 1
2 1 −2 −2
1 −1 −4 −3

,常数矩阵 b =

0
0
0

 (略

去,即不写增广矩阵).
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将 A化为行最简形矩阵1 0 −2 −5
3

0 1 2 4
3

0 0 0 0


得到等价方程组{

x1 −2x3 −5
3x4 = 0

x2 +2x3 +4
3x4 = 0,

即 {
x1 = 2x3 + 5

3x4
x2 = −2x3 − 4

3x4,

x3, x4 ∈ R可取任意实数.
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通解为 
x1
x2
x3
x4

 =


0
0
0
0

+ c1


2
−2
1
0

+ c2


5
3
−4

3
0
1


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由于首非零元聚集在左侧，这也可用前面总结的方法读出:
由

−2 −5
3

2 4
3

⇝ 2 5
3

−2 −4
3

⇝

2 5
3

−2 −4
3

1 0
0 1

通解为

x =


0
0
0
0

+ c1


2
−2
1
0

+ c2


5
3
−4

3
0
1

 .
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例子

A =


1 3 3 2 −1
2 6 9 5 4
−1 −3 3 1 13
0 0 −3 1 −6

 , b1 =


7
14
−7
0

 , b2 =


7
14
−7
1

 .

求解: (i) Ax = b1; (ii) Ax = b2.
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解. (i)化 (A, b1)为行最简形矩阵,得
1 3 0 0 -7 7
0 0 1 0 2 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0


R(A, b1) = R(A) = 3 < 5,有无穷多解.

等价方程组为
x1 + 3x2 −7x5 = 7

x3 +2x5 = 0
x4 = 0

0 = 0
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解. (i)化 (A, b1)为行最简形矩阵,得
1 3 0 0 -7 7
0 0 1 0 2 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0


R(A, b1) = R(A) = 3 < 5,有无穷多解. 等价方程组为

x1 + 3x2 −7x5 = 7
x3 +2x5 = 0

x4 = 0
0 = 0
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所以通解
x1
x2
x3
x4
x5

 =


−3x2 + 7x5 + 7

x2
−2x5
0
x5

 =


7
0
0
0
0

+ x2


−3
1
0
0
0

+ x5


7
0
−2
0
1

 ,

其中 x2, x5 为自由变量.

(ii) R(A, b2) = 4 > 3 = R(A). 无解.

林胤榜 同济大学数学科学学院

线性方程组的解



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

线性方程组的解 例子 定理的一些结果

例子 
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 0
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = 3
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ

x 取何值时,方程组 (i)有唯一解; (ii)无解; (iii)有无穷多解.
若有无穷多解,求通解.

解. 设 A为系数矩阵, b 为常数矩阵. 方程组有唯一解的充分必要
条件是

R(A) = R(A, b) = 3 ⇔ |A| ̸= 0.

另外,

|A| = (1 + λ)3 + 1 + 1− 1− (1 + λ)− (1 + λ)2 = λ2(λ+ 2).

所以当 λ ̸= 0或 -2时方程组有唯一解.
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例子 
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 0
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = 3
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ

x 取何值时,方程组 (i)有唯一解; (ii)无解; (iii)有无穷多解.
若有无穷多解,求通解.

解. 设 A为系数矩阵, b 为常数矩阵. 方程组有唯一解的充分必要
条件是

R(A) = R(A, b) = 3 ⇔ |A| ̸= 0.

另外,

|A| = (1 + λ)3 + 1 + 1− 1− (1 + λ)− (1 + λ)2 = λ2(λ+ 2).

所以当 λ ̸= 0或 -2时方程组有唯一解.
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当 λ = 0时,前两条方程矛盾,所以无解.

当 λ = −2时,

(A, b) =

 -1 1 1 0
1 -1 1 3
1 1 -1 -2

 r∼

 1 0 -1 -1
0 1 -1 -2
0 0 0 0



通解为 x =

−1
−2
0

+ c

1
1
1

, c ∈ R.
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当 λ = 0时,前两条方程矛盾,所以无解.
当 λ = −2时,

(A, b) =

 -1 1 1 0
1 -1 1 3
1 1 -1 -2

 r∼

 1 0 -1 -1
0 1 -1 -2
0 0 0 0



通解为 x =

−1
−2
0

+ c

1
1
1

, c ∈ R.

林胤榜 同济大学数学科学学院
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线性方程组的解 例子 定理的一些结果

假设 A ∈ Mm×n.

定理

Ax = 0有非零解当且仅当 R(A) < n.

这里, R(A)可以理解成有效方程的个数. (齐次线性方程组)
Ax = 0有非零解当且仅当有效方程个数严格小于未知数个数.

定理

Ax = b 有解当且仅当 R(A) = R(A, b).

类似地，

定理

矩阵方程组 AX = B 有解当且仅当 R(A) = R(A,B).

证明参见课本.

林胤榜 同济大学数学科学学院
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假设 A ∈ Mm×n.

定理

Ax = 0有非零解当且仅当 R(A) < n.

这里, R(A)可以理解成有效方程的个数. (齐次线性方程组)
Ax = 0有非零解当且仅当有效方程个数严格小于未知数个数.

定理

Ax = b 有解当且仅当 R(A) = R(A, b).

类似地，

定理

矩阵方程组 AX = B 有解当且仅当 R(A) = R(A,B).

证明参见课本.
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线性方程组的解 例子 定理的一些结果

定理 (矩阵秩的性质 7)

若 AB = C,则 R(C) ≤ min{R(A),R(B)}.

证明.

若 AB = C,则方程 AX = C 有解 X = B. 则 R(A,C) = R(A). 又
R(A,C) ≥ R(C),所以 R(A) ≥ R(C).
另一方面，CT = BT AT . 所以由上面的证明知

R(B) = R(BT ) ≥ R(CT ) = R(C).

林胤榜 同济大学数学科学学院
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